'Zur Darstellung und Untersuchung von Funktionen
im Mathematikunterricht mittels elektronischer Analogrechner

Von Peter Rasfeld in Miilheim-Ruhr

In diesem Beitrag soll gezeigt werden, da elektronische Analogrechner, wie sie von verschiedenen
Firmen heute fiir den Schulgebrauch auf dem Lehrmittelmarkt angeboten werden, von beachtlichem
Wert bei der Untersuchung funktionaler Zusammenhinge im Mathematikunterricht sein konnen.
Wihrend nur wenige Grundkenntnisse zur Herstellung der erforderlichen Rechenschaltungen auf
einem solchen Rechner erforderlich sind, lassen sich mit ihrer Hilfe die Graphen der Funktionen z.B.
auf einem Oszilloskop eindrucksvoll sichtbar machen (u.U. gleichzeitig mit einigen Ableitungsfunktio-
nenj und insbesondere unmittelbar beobachten, wie sich Anderungen von Vorzeichen oder Parametern

auf ihren Verlauf auswirken.

Elektronische Digitalrechner, angefangen von einfachen Taschenrechnern bis hin zu Re-
chenanlagen respektablen Umfangs, gelangen im mathematischen und naturwissenschaftli-
chen Unterricht heute mehr und mehr zur Anwendung. Im Vergleich hierzu fiihren die auf
dem Lehrmittelmarkt angebotenen elcktronischen Analogrechner in den Schulen ein be-
scheidenes Dasein. Ebenso wird auf den Gebrauch von Rechenstiben, die zu den einfach-
sten analogen Rechenhilfsmitteln gehoren, immer mehr zugunsten von Taschenrechnern
verzichtet, obwohl es aus didaktischer Sicht gute Griinde fiir die Verwendung von Rechen-
stiben gibt, die vom Verfasser vielleicht einmal in einem spateren Artikel diskutiert
werden.

Unbestritten haben elektronische Digitalrechner gegeniiber elektronischen Analogrechnern
heute die grofere Bedeutung und lassen sich universeller einsetzen. Die einseitige Favori-
sierung des Digitalrechners fiir die Unterrichtspraxis kann jedoch nicht mit der gelegentlich
vorgetragenen Vermutung gerechtfertigt werden, dal Analogrechner im Zuge der weiteren
Entwicklung der Digitaltechnik an Bedeutung mehr und mehr verlieren werden. Auch die
Analogrechner haben, wie von kompetenter Seite dargestellt wird (vgl. z.B. [1]), in den
letzten Jahren eine beachtliche Entwicklung erfahren und sich dadurch neben den Digital-

rechnern behaupten kénnen.

Dabei ist die Einteilung der Rechengerite in Digital- und Analogrechner nicht nur auf
elektronische beschrinkt, sondern vielmehr fundamental und durchzieht, wie Oberschelp in
[2, S.260~261] bemerkt, die gesamte Rechentechnik. Allein aus dieser Perspektive er-
scheint es wiinschenswert, den Schiilern im Unterricht {iber die Verwendung eines z.B.
elektronisch arbeitenden Analogrechners deutlich zu machen, da3 es neben der digitalen
eine prinzipiell andere Form der Verarbeitung von Daten gibt.

Diese besteht, kurz gesagt, grundsitzlich darin, daB RechengroBen durch i.a. stetig verdn-
derliche physikalische GroBen dargestellt werden, die in einem physikalischen System in
gleicher Weise miteinander zu verkniipfen sind, wie die RechengroBen aus der zu bearbei-
tenden Aufgabe. Erinnert sei in diesem Zusammenhang nochmals an den handelsiiblichen
Rechenstab, bei dem bekanntlich Zahlen durch Strecken reprisentiert werden, die den
Logarithmen der Zahlen proportional sind, so daB sich durch Aneinanderlegung von
Strecken die Multiplikation der zugehdrigen Zahlen durchfiihren 1d5t.

Bei elektronischen Analogrechnern werden die abhingigen Variablen des zu untersuchen-
den Problems durch zeitlich verinderliche elektrische Spannungen dargestellt, die unabhin-
gige Verinderliche durch die Rechenzeit. Gewdhnlich sind sie nach dem Baukastenprinz‘ip
aufgebaut, d.h. sie bestehen aus einer Anzahl von Rechenelementen, mit denen jewetls
bestimmte mathematische Operationen (z.B. Additionen, Integrationen) durchgefiihrt wer-
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den konnen und die zur Losung einer Aufgabe in geeigneter Weise miteinander zu verbin-
den sind.

Nun liefert das vorgetragene Argument sicherlich keine hinreichende Rechtfertigung fiir die
Verwendung eines elektronischen Analogrechners im mathematischen Unterricht. Es soll
daher beispielhaft in Zusammenhang mit dem Thema der Darstellung und Untersuchung

von Funktionen versucht werden, auf seinen didaktischen Wert fiir die Unterrichtspraxis
hinzuweisen.

Fig. 1 Nach Fig. 3 beschalteter Analogrechner mit Netzteil und
einem Oszilloskop als Ausgabegeriit

Fig. 1 zeigt einen nach Fig. 3 beschalteten und fiir den Schulgebrauch im Forschungs- und
Entwicklungszentrum fiir objektivierte Lehr- und Lernverfahren (FEoLL) in Paderborn
entwickelten Analogrechner. Rechts davon erkennt man das Netzteil und links ein als
Ausgabegerdt verwendetes Oszilloskop, auf dessen Bildschirm eine Parabel zu sehen ist.
Auf der Frontplatte des Rechners (dem Programmierfeld) befinden sich die Ein- und

Ausginge der verschiedenen, hier symbolisch dargestellten Rechenelemente, die im folgen-
den (Fig. 2) beschrieben werden.

An die Ein- und Ausginge der Rechenelemente sind nicht die an diesen auftretenden
Spannungen geschrieben worden, die sich im tibrigen alle auf Masse beziehen, sondern die
Quotienten aus diesen und der maximal zulissigen Rechenspannung, die z.B. beim FEoLL-
Analogrechner +10V betrigt. Das hat den Vorteil, daB man es mit dimensionslosen
GroBen zu tun hat, die unabhingig von den Arbeitsbereichen verschiedener Rechner
grundsidtzlich nur zwischen —1 und +1 liegen konnen. Wegen der Beschriinktheit dieser
»Maschinenvariablen“ wie auch der ,Maschinenzeit“ lassen sich die Variablen eines zu
untersuchenden Problems, die »~Problemvariablen®, grbBenordnungsméiBig auf dem Analog-
rechner i.a. nicht unmittelbar als Maschinenvariablen verwenden, sondern miissen mit
Hilfe gecigneter MaBstabsfaktoren in diese transformiert werden. Um den Umfang der
Darstellung aber nicht zu groB werden zu lassen, wird im folgenden nur mit Maschinenva-

riablen gearbeitet, also vorausgesetzt, daB alle auftretenden GroBen stets auf dem Rechner
verarbeitbar sind.

Ebensq sei auf.eine Beschreibung der technischen Realisationsmoglichkeiten der genannten
Bausteme vgrzwhtet, da sie fiir das Verstindnis des folgenden nicht unbedingt erforderlich
ist. Ausfihrliche Darstellungen findet man hierzu z.B. in [3]. (4], [5] und [6].
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Benennung Symbol Math. Formulierung

Koeffizienten- Y(T)za - X{T) mit
potentiometer X(T) yir) O<ax<t

n
Summierer Y(T)=-2Ci'xi(Tl
i=1
Th
YIT)=-
— / Zc, X,T)dr
0 i
+ ¥ mit Y{0l:=%
\ (T
Multiplizierer f YT YT =X4(T)- X, (T)
AT Yo

L i |

Fig. 2 Beschreibung der wichtigsten Bausteine eines elektronischen Analogrechners

.2, M
Fig.3 Rechenschaltung fiir Y(T)=- ST Y, T4

Wie schon angedeutet, werden die Rechenelemente zur Losung von Aufgaben in geeigneter
Weise miteinander verbunden. Fig. 3 zeigt eine Rechenschaltung zur Untersuchung der
allgemeinen quadratischen Funktionen, nach der auch der FEoLL Analogrechner in Fig. 1
beschaitet worden ist.

An die Einginge der Koeffizientenpotentiometer wird wahlweise +1 oder —1 gelegt, je
nachdem, welche Vorzeichen man fiir dic Glieder der Funktion gerade realisieren will.
Dabei ist zu beriicksichtigen, dal Summen und Integrale an den Ausgingen der betreffen-
den Bausteine aus technischen Griinden stets mit dem Faktor —1 behaftet auftreten (vgl.
auch Fig. 2).

Mit Hilfe des Koeffizientenpotentiometers K, wird dem Eingang des Integrierers I, mit
dem Bewertungsfaktor ¢ eine Konstante M zugefiihrt (bei Summieren oder Integrierern
werden alle EingangsgroBen mit Faktoren ¢, die beim FEoLL-Analogrechner z.B. 1, 10
oder 100 betragen kOnnen, multipliziert). Wie sich Fig.2 entnehmen 14Bt, kann man an
einem Integrierer an einer zusitzlichen Buchse eine Integrationskonstante Y(0)=Y, einstel-
len, die ebenfalls mit dem Faktor — 1 behaftet am Ausgang auftritt. Damit zum Zeitpunkt
T=0 am Ausgang von I, —Y,(0)= — Y,  auftritt, ist diese GroBe mit umgekehrtem Vorzei-
chen auf die Buchse ,, Anfangsbedingung™ zu geben.
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Damit erhélt man als AusgangsgroBe von I,
T
Y(T)==fc-MAT-Y, =—c-M-T-Y,_.
0

Die Ausgangsgréfie Y,(T) bildet die EingangsgroBe des Integrierers I,, dessen Buchse
Anfangsbedingung mit Hilfe von K, mit —Y,(0)= - Y, belegt wird. Am Ausgang von I,
liegt damit

T T
YuT)=—[c- Y(T)dT+Y, = —c{(—c-M-T-Y, )dT+Y,,
0 0
M c2M

T’ +c Y, - T+Y,. Mit

5 =pund ¢ ¥, =q erhilt man

Y,(T)=p T*+q- T+ %

Die Parameter p, q und Y, lassen sich positiv wie negativ wihlen, indem man an die
Koeffizientenpotentiometer unter Beachtung der invertierenden Eigenschaften der Integrie-
rer +1 bzw. —1 legt, und durch Verinderung der GroBen X(T)=M, Y,,und ¥, an K,,
K, und K, leicht variieren. Am Oszilloskop konnen dabei die Auswirkungen auf den
Funktionsverlauf unmittelbar beobachtet werden. Um dabei ,stehende* Bilder auf dem
Oszilloskop zu erhalten, muB ein Analogrechner repertierend arbeiten, d.h. der Ablauf der
Rechnung ist periodisch zu wiederholen.

Legt man zB, an K, +1 und an K, und K, —1, so werden p>0, g<0 und Y,,>0.
VergroBert man nunmehr etwa an K, X(T)=M und damit p, so beobachtet man, wie die
Parabel im T/Y-System zunehmend in Y-Richtung gestreckt und in Richtung abnehmender
T und wachsender Y verschoben wird.

Die in Fig.3 angegebene Rechenschaltung liefert eine gewiinschte Funktion zunichst nur
fir Werte T>0, doch kann man miihelos auch Kurvenabschnitte links von der Ordinaten-
achse sichtbar machen, zB. indem man anstelle von Y=/(T) zu Y=f(—T) eine Rechen-
schaltung entwickelt (vgl. [7, S.219]). In der vorliegenden Rechenschaltung braucht man
dazu lediglich die Anfangsbedingung des Integrierers I, mit umgekehrtem Vorzeichen
einzugeben. Ebenso 4Bt sich anstelle von Y=f(T) Y=f(T— T) zugrunde legen (was eben-
falls lediglich verdnderte Anfangsbedingungen an den Integrierern erforderlich macht) und
auf diese Weise die Kurve um T-Einheiten auf der Zeitachse nach rechts verschieben.
SchlieBlich kann man sich auch von der Zeitablenkung des Oszilloskops unabhingig
machen und hierfiir einen eigenen Integrierer verwenden. Durch Anlegen einer GroBe
Y,>0 auf die Buchse ,,Anfangsbedingung® (die am Ausgang mit umgekehrtem Vorzeichen
auftritt!) werden auch Kurvenabschnitte links von der Ordinatenachse darstellbar.

Mit dem letzten Verfahren ist auBerdem die Moglichkeit gegeben, auf einem Oszilloskop
oder x/y-Schreiber die Graphen der Umkehrfunktionen sichtbar zu machen bzw. aufzu-
zeichnen. Hierzu ist es lediglich erforderlich, die vom Analogrechner gelieferten Spannun-
gen fur die Horizontal- und Vertikalablenkung miteinander zu vertauschen. Natiirlich wird

dabei vorausgesetzt, daB die Funktion selbst in einem solchen Bereich betrachtet worden
ist, indem sie umkehrbar eindeutig ist.

Fig. 4 zeigt den auf diese Weise mittels eines x/y-Schreibers aufgezeichneten Graphen der

Funktion Y=1T? sowie den der Umkehrfunktion Y=2ﬁ. Dabei ist die zugehorige
Rechenschaltung auf dem Analogrechner der Firma Leybold gesteckt worden, da der

FEoLL-Analogrechner in Kombination mit Schreibern weniger gut geeignet ist. Dasselbe
gilt fiir die entsprechenden folgenden Fiille,

Die Rechenschaltung in Fig. 3 liefert weiterhin nicht nur Y(T), sondern am Aus- und
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Fig. 4 Der Graph der Funktion Y=472 und der der Fig. 6 Approximation von Y=sin T iiber eine Potenz-
Umkehrfunktion Y=2,/ T, aufgezeichnet mit rethenentwicklung, aufgezeichnet mittels eines
Hilfe eines x/y-Schreibers unter Verwendung der x/y-Schreibers unter Verwendung einer Inte-
Rechenschaltung in Fig. 3 griererkette

Fig. 5 Die Rechenschaltung in Fig. 3 liefert unter Zuhilfenahme dreier
Summierer auch die Funktionen der 1. und 2. Ableitung

Y1)

Yr)

1 ”
"Ly

: ) 1 1 N .
Eingang des Integrierers I, auch —-Y'(T) und C—2~Y”(T). Wie Fig. 5 zeigt, kann man
c

hieraus mittels dreier Summierer leicht Y'(T) und Y"”(T) erzeugen.

Steht ein Oszilloskop mit mehreren Kanidlen zur Verfligung, lassen sich alle Funktionen
u.U. gleichzeitig sichtbar machen. Insbesondere hierdurch wird der Analogrechner zu
einem wertvollen Hilfsmittel in Zusammenhang mit Kurvendiskussionen.

Aus den vorangehenden Ausfiihrungen zur Rechenschaltung in Fig. 3 geht hervor, daB an
den Ausgingen der Integrierer I, und I, eine allgemeine lineare und quadratische Funk-
tion vorliegen. Durch Hinzufiigen eines dritten und vierten Integrierers lieBen sich ganze
rationale Funktionen 3. und 4. Grades und allgemein durch n hintereinandergeschaltete
Integrierer solche n.Grades erzeugen (vgl. [5, S.47—49]). Allerdings gilt dies nur so lange,
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wie keiner der Integrierer iibersteuert wird, was bei wiederholter Integration u.U. schnell
erreicht werden kann. Hieriiber hinaus besteht die Moglichkeit, entsprechende Rechen-
schaltungen mit Hilfe von Multiplizierern aufzubauen (vgl. ferner auch [8, S.171-172)).

Mithin liBt sich eine Funktion am Analogrechner auch als Summe einer Taylorschen
Reihe erzeugen (sofern sie uberhaupt in eine solche entwickelbar ist). Die jeweiligen
Potenzen von T konnen an den Ausgingen von hintereinandergeschalteten Integrierern
abgegriffen und an Summierbausteinen aufsummiert werden, wobei sich die Multiplikatio-
nen mit den erforderlichen Konstanten ebenfalls an den Integrierern oder Summierern,
gegebenenfalls unter Hinzufigung von Koeffizientenpotentiometern, vornehmen lassen.
Wenn man die darzustellende Funktion zunidchst auf andere Weise, z.B. iiber ¢ine Difleren-
tialgleichung (vgl. Ausfiihrungen im folgenden), erzeugt, kann man gut deutlich machen,
wie sich die Kurve mit wachsender Anzahl der beriicksichtigten Glieder der Reihe immer
besser der darzustellende Kurve anschmiegt. Fig. 6 zeigt dies am Beispiel der Sinusfunktion
(vgl. auch [9, S. 84 —85]).

Wie bereits angedeutet, lassen sich viele Funktionen am Analogrechner recht einfach als
Losungen von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differentialgleichungen gewinnen. Dal3
dieser Weg auch im Unterricht der Sekundarstufe 2 ohne weiteres gangbar ist, mogen die
beiden folgenden Beispiele zeigen.

Zu erzeugen sei Y(T)=Y,-e¢*'". Zwischen dieser Funktion und ihrer 1. Ableitung Y'(T)
=k-Y,-e*'T besteht die Beziehung Y'=k-Y. Diese Differentialgleichung hat zu der An-
fangsbedingung Y(0)=Y, eben die Funktion Y(T)=Y, et'" als Losung.

Das Prinzip, nach dem solche Differentialgleichungen auf dem Analogrechner gelost wer-
den, ist immer dasselbe: Zunichst wird die Differentialgleichung nach der hochsten vor-
kommenden Ableitung aufgelost, was hier bereits geschehen ist. AuBerdem sei k=c-b

e . 1 .
gesetzt, womit sich die Differentialgleichung auf die Form - Y'=b-Y bringen 1iBt.
C

. 1 o . :
Man nimmt nun an, man habe — Y'(T) zur Verfliigung und gibt dieses auf einen Integrierer
¢

mit der Eingangsbewertung ¢ (Fig. 7). Nach den vorangehenden Ausfiihrungen (vgl. insbe-
sondere Fig.2) erscheint dann an dessen Ausgang — Y(T). Mittels eines Summierers mit
der Eingangsbewertung 1, einem sogen. Inverter, wird eine Vorzeichenumkehr bewirkt, so
dafl man an dessen Ausgang die gewiinschte Funktion Y(T) abgreifen kann. Damit nun

: o] : i
dem Eingang des Integrierers tatsichlich — Y'(T) zugefiihrt wird, multipliziert man mit
¢
Hilfe eines Koeffizientenpotentiometers K, Y(T) mit b. Da nun b- Y(T) gleich lY’(T) sein
c

soll, koppelt man den Ausgang von K, zuriick in den Eingang des Integrierers. Zum
Zeitpunkt T=0 soll am Ausgang des Integrierers — Y, liegen, weshalb man diese GroBe
schlieBlich noch mit umgekehrtem Vorzeichen tiber das Kocffizientenpotentiometer K, auf
die Buchse Anfangsbedingung des Integrierers gibt.

Fig. 8 zeigt den nach Fig.7 beschalteten FEoLL-Analogrechner, zusammen mit einem
Oszilloskop als Ausgabegerdt. An diesem laBt sich wieder sehr anschaulich verfolgen, wie
sich Veranderungen der Parameter ¥, und k, die man an den beiden Koeffizientenpotentio-
metern leicht vornehmen kann, auf den Funktionsverlauf auswirken.

Entfernt man in der Rechenschaltung der Fig. 7 den Inverter und legt an K, —1 anstelle
von +1, so lautet die zugehorige Differentialgleichung Y'= —k-Y mit Y(0)=Y, als An-
fangsbedingung. Sie hat Y=Y,-¢ %7 als Losung.

So gewonnene Funktionen lassen sich auf dem Analogrechner weiter verarbeiten. Man
kann beispielsweise Summen oder Produkte bilden oder sie als Storfunktionen in anderen
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Fig. 7 Rechenschaltung fiir die Funktion Y=Y -¢* " mit k=c-b

Fig.8 Der nach Fig. 7 beschaltete FEoLL-Analogrechner mit einem Oszilloskop als Ausgabegeriit
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Differentialgleichungen verwenden. Aus den eben erwiihnten Funktionen Y(T)=7Y,-¢*'T
und Y(T)=Y,-¢ %7 kann man zB. mit Hilfe von Summierern und Koeffizientenpotentio-
metern leicht

kT

k-T
e +e
=Y,-coshk-T erzeugen.

2

Als zweites Beispiel soll iiber eine Differentialgleichung eine Rechenschaltung fiir Y=sin T
entwickelt werden. Nach demselben Prinzip lieBe sich auch eine Schaltung fiir den allge-
meineren Fall Y(T)=a-sinb(T+c)+d entwerfen, worauf hier verzichtet sei. Mit Y'=cos T
und Y"= —sin T erhilt man als Differentialgleichung Y"= —Y mit den beiden Anfangsbe-
dingungen Y'(0)=1 und Y(0)=0. Fig. 9 zeigt die zugehdrige Rechenschaltung.

Y

Wie man dieser entnehmen kann, liefert sie neben sin T auch —sinT und —cos T Dies
laBt sich bei der Darstellung bestimmter Kurven in Parameterdarstellung ausnutzen. Hier-
fiir bendtigt man als Ausgabegeriit einen x/y-Schreiber oder ein Oszilloskop.

Ein sehr einfacher Fall liegt bei der Ellipse vor. Eine Parameterdarstellung ist beispiclsweise

X(T)=a-cosT
Y(T)=b-sin T.
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-Yz-sin T \]

Fig.9 Rechenschaltung fiir die Funktion Y=sin T
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Fig. 10 Kurven mit der Parameterdarstel- Fig. 11 Kurven mit der Parameterdarstellung

lung X(T)=r(2cos T—cos2T),

X(T)=a-cosT, Y(T)=b-sinT, Y(T)=r(2sin T—sin2T),

aufgezeichnet mit Hilfe eines x/y- aufgezeichnet mittels eines x/y-Schreibers unter
Schreibers unter Verwendung der Zugrundelegung der Rechenschaltung in Fig. 9

Rechenschaltung in Fig. 9

Die Funktionen X(T) und Y(T) konnen an den beiden Integrierern der Rechenschaltung in
Fig.9 abgegriffen und nach Multiplikation mit den Konstanten a bzw. b iiber Koeffizien-
tenpotentiometer und/oder Summierer sowie, falls erforderlich, nach Multiplikation mit — 1
iiber Inverter den beiden Eingingen eines der beiden betreffenden Ausgabegerite zugefiihrt

werden. Fig. 10 zeigt einige auf diese Weise aufgezeichnete Kurven. Im Falle a=b erhilt
man bekanntlich einen Kreis.

Die Rechenschaltung in Fig.9 kann schlieBlich auch zugrunde gelegt werden, wenn man
2.B. eine Kardioide aufzeichnen will, fiir die eine Parameterdarstellung lautet

X(T)=r(2cos T-cos2T) Y(T)=r(2sin T—sin 27).
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Die Glieder sin2T und cos 2T lassen sich dabei iiber die Beziehungen sin 2 T=2sin T  cos T
und cos2T=1-2sin> T mittels Multiplizierer erzeugen. Fig. 11 zeigt mit Hilfe eines x/y-
Schreibers aufgezeichnete Kardioiden.
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Ein problemorientierter Weg zum Hohensatz

Von Harald von Majewski in Minden

W. Kroll empfiehlt in PM 22 (1980), S. 204, mit gutem Grund, die Sitze von Euklid nur im
Rahmen der Flicheninhaltslehre (und nicht von der Ahnlichkeit her) einzufiihren. Viele
Kollegen werden trotzdem die ,schnelleren” Beweise mit Hilfe dhnlicher Dreiecke vorzie-
hen, einfach um Zeit zu sparen, die in Klasse 9 recht knapp ist.

Fiir digjenigen aber, die der besseren Motivation wegen etwas mehr Zeit auf die Satzgrup-
pe des Pythagoras verwenden wollen, gibt es zum Hohensatz den folgenden Weg, bei dem
keine Scherung bendtigt wird. Die Schiiler erhalten zunichst die Aufgabe, die in der
vorgelegten Fig. 1 enthaltenen Klassen kongruenter Strecken und kongruenter Dreiecke
anzugeben. Aus dieser Betrachtung ergibt sich die Ergidnzungsgleichheit der Rechtecke
EBFK und HKGD, und durch e¢inige Aufgaben zur Flichenverwandlung wird diese Kennt-
nis gefestigt. Dabei kann 0.B.d.A. EBFK als das gegebene Rechteck und |4 E| als Reprasen-
tant der gegebenen Seitenlinge des gesuchten Rechtecks verwendet werden. Als Schnitt-

punkt von ‘AK und BF erhilt man C und damit ICF| als zweite Seitenlinge des gesuchten
Rechtecks.
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